Granica funkcji — obliczanie granic

Wazniejsze granice oraz przyklady obliczania granic

Przed przejsciem do przykladow obliczania granic podamy jeszcze kilka
waznych granic funkc;ji:
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Uwaga. Granice (1) — (4) mozna tatwo odczyta¢ z wykresow funkcji

wyktadniczej i logarytmicznej. Ponadto korzystajac ze wzoroéw: (5) i (7) oraz
twierdzenia o granicy funkcji ztozonej mozna wyprowadzi¢ ogolniejsze wzory
(dla aeR):
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Przyklad 1. Obliczy¢ granice:
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Rozwiazanie.

a) W tego tupu granicach, jezeli otrzymujemy wyrazenie niecoznaczone, to
wystarczy najwyzsza potege zmiennej x wyciagnaé przed nawias:

lim (5x° —=2x+1)=[o0 — 0] = lim x3(5—x—22+ij=[+oo.5]=
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b) Postepujemy podobnie, jak przy obliczaniu granic odpowiednich ciggow, tj.
licznik i mianownik dzielimy przez najwyzsza potege zmiennej x wystepujaca
w mianowniku, a wigc tutaj przez x:
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c) W przypadku tego typu granic nalezy zachowaé pewng ostrozno$¢. Okazuje
sie, ze zastosowanie powyzszej (przykiad b)) metody doprowadzitoby do
btednego rozwigzania:
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Taka metoda obliczen bylaby poprawna przy x — +oo. W naszym przypadku,
tj. gdy x — —oo, nalezy zastosowac inny sposdb postepowania:
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d) Podobnie, jak przy obliczaniu granicy odpowiednich ciggdéw stosujemy wzor
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e) W tym przykladzie zastosujemy wzor (15):
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g) W tym przyktadzie oraz dwoch nastepnych stosujemy pewne podstawienia

(dokonujemy zamiany granicy), tak aby mozna bylo skorzysta¢ z gotowych

wzoréow. W przyktadzie g) dokonamy podstawienia x—3=wu. Zatem, gdy
x—>3,tou—0.
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j) Latwo sprawdzi¢, ze mamy tutaj do czynienia z symbolem nieoznaczonym

[—] Zatem liczba 1 jest pierwiastkiem zaréwno licznika, jak i mianownika,

aco za tym idzie (twierdzenie Bezouta) w liczniku i mianowniku mozna
wydzieli¢ czynnik x—1. W tym celu oba tréjmiany kwadratowe zapisujemy
w postaci iloczynowej. Nastgpnie wystarczy skroci¢ utamek przez ten wspolny
czynnik, aby pozby¢ si¢ wyrazenia nieoznaczonego:

2 — —
1im%=[9}=lim(x 1)(x+3):1im“3{i}=_4,
olyx®=3x+2 [0] 1(x-1)(x-2) x>1x-2

-1

= lim (x* -2x+4)=12.
x—>-2 x+2 x—>-2

k)

-2 x+2 6

3 2
lim > +8 _{0}: lim (x+2)(x" =2x+4)

1) Po podstawieniu liczby 1 w miejsce zmiennej x w wyrazeniu wystepujacym

pod symbolem granicy otrzymamy {%} . Wynik zatem zalezy od tego, czy przy

x—1" mianownik (x-1)—>0", czy tez (x—1)—>0 . Mozna to ocenié
W sposob mniej lub bardziej formalny. W pierwszym przypadku wystarczy
zauwazyC, ze poniewaz x — 17, to aby okresli¢ znak wyrazenia x —1 mozna
w miejsce x podstawi¢ jaka$ warto$¢ ,,nieco” mniejsza od 1. Jezeli od liczby
mniejszej od 1 odejmiemy liczbe 1, to otrzymamy warto$¢ ujemng (0™ ).

Bardziej S$cista metoda polega na
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i sprawdzeniu, czy przy x — 1" dazy on e
do 0 od gory (od strony liczb dodatnich) ol 5 /
i wtedy mamy 0", czy tez od dotu tj. od /5 .
strony liczb ujemnych (0™ ). W naszym

przypadku warto$ci mianownika daza do /

zera od dolu (rysunku 4). Zatem
ostatecznie otrzymujemy: Rys. 4. Tlustracja do przyktad 11)



m) W tym przypadku musimy najpierw oceni¢, do czego dazy wyktadnik potegi
iw zaleznosci od wyniku okresli¢ granicg calej funkcji postugujac si¢ wzorem
(1) ewentualnie (2), lub (co wygodniejsze) odczyta¢ granice z wykresu funkcji
y=2".
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n) Postepujemy podobnie, jak w przykladzie poprzednim. Sporzadzenie
odpowiednich rysunkow pozostawiamy Czytelnikowi. Poniewaz:

Rys. 5. llustracja do przyktadu 1j)
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Zadania do samodzielnego rozwigzania
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